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Использование многоуровневых систем обуче-
ния, когда результаты применения узловых алгорит-
мов, расположенных на низком уровне, далее исполь-
зуются алгоритмами более высокого уровня, получает 
всё большее распространение при решении задач 
распознавания и регрессионного анализа. В этой свя-
зи следует упомянуть многослойные нейросетевые 
методы, а также методы алгебраической коррекции 
над ансамблями алгоритмов. В настоящей работе рас-
сматривается двухуровневый метод построения мно-
гомерной регрессионной модели, в котором на пер-
вом уровне генерируется семейство оптимальных вы-
пуклых комбинаций простых одномерных 
МНК-регрессий (полученных методом наименьших 
квадратов). Для этого используется подход [1], позво-
ляющий генерировать семейства локально-опти-
мальных выпуклых комбинаций (ЛОВК) одномерных 
регрессий. В экспериментах на искусственно сгене-
рированных данных было показано, что использова-
ние взвешенных коллективных решений над набора-
ми ЛОВК, для которых коэффициент корреляции 
близок к оптимальному, позволяет достигать более 
высокой обобщающей способности по сравнению 
с методом эластичной сети [2]. Вторым уровнем пред-
лагаемой системы обучения является эластичная 
сеть. Экспериментальная проверка строилась на 
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применении эластичной сети поочерёдно к исходно-
му набору признаков некоторой задачи и к призна-
кам, рассчитанным на основе отобранных выпуклых 
комбинаций.

Далее опишем сказанное более строго и приведём 
наиболее значимые результаты экспериментов.

Рассматривается стандартная задача многомер-
ного регрессионного анализа. Переменная Y пред-
сказывается по переменным X X, , n1 …  с помощью 
линейной регрессионной функции

X .
i

n

i i0
=1
∑+β β

Предполагается, что вектор β β…( , , )n0  будем ис-
кать по обучающей выборке …y x x( , , , ),j j nj1  

…j m= 1, 2, , .

Предположим, что имеется набор из l  предик-
торов, прогнозирующих значения переменной Y. 
Прогноз, вычисляемый i-м предиктором для неко-
торого объекта …x x x= ( , , ),n1  далее обозначим че-
рез Z x( ).i  Пусть …c c c= ( , , )l1  – вектор действи-
тельных неотрицательных коэффициентов, удов-

летворяющий условию c = 1.i
i

l

=1
∑  Выпуклой ком- 

бинацией указанных предикторов будем называть 
процедуру, вычисляющую коллективный прог- 
ноз Z x c( , )  в виде

∑Z x c c Z X( , ) = ( ).
i

l

i i
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Оптимальной выпуклой комбинацией считается 
комбинация, максимально коррелирующая с целе-
вой переменной Y [1]. В [3] описан алгоритм поис-
ка оптимальной выпуклой комбинации, основан-
ный на концепции несократимого нерасширяемо-
го ансамбля предикторов.

Несократимым относительно коэффициента 
корреляции называется ансамбль, никакая выпук
лая комбинация подмножества которого не позво-
ляет получить большей корреляции с целевой пе-
ременной, чем некоторая выпуклая комбинация 
исходного набора.

Несократимый ансамбль называется нерасши-
ряемым, если не существует другого несократи-
мого набора, содержащего в себе все предикторы 
исходного.

Процедуры проверки несократимости ансамбля 
и вычисления коэффициентов оптимальной выпук- 
лой комбинации для заданного набора предикто-
ров из [1, 3] позволяют находить оптимальный ан-
самбль путём последовательного увеличения числа 
предикторов в нём. Одномерные регрессии R ,i  

…i n= 1, 2, , ,  строятся стандартным методом наи-
меньших квадратов на выборках отдельных при-
знаков, т.е. множеств Y X( , ).i  Проверка несокра-
тимости в этом случае означает проверку положи-
тельности коэффициента корреляции Ri  и Y .  
Затем рассматриваются все пары предикторов, из 
которых отсеиваются неудовлетворяющие условию 
несократимости выпуклой комбинации. Далее 
оставшиеся пары достраиваются до троек и т.д. до 
тех пор, пока будут получаться несократимые набо-
ры. Для всех несократимых наборов вычисляются 
коэффициенты корреляции, что позволяет найти 

оптимальный набор и получить множество набо-
ров, близких к нему по качеству.

Отобранные регрессии рассматривались как но-
вые признаки для исходной задачи. Эксперименталь-
ная проверка производилась путём обучения элас
тичной сети [2] на исходном наборе признаков, новом 
наборе и их объединении. Проверка качества осу-
ществлялась с помощью скользящего контроля в ре-
жиме исключения одного объекта. В качестве метрик 
качества использовались коэффициент корреляции 
с переменной отклика и коэффициент детерминации 
r

 
2-score.

Эксперименты проводились с модельными дан-
ными, а также с набором задач прогнозирования пе-
ременных из областей медицины и неорганической 
химии. В большинстве случаев модель эластичной 
сети в новом признаковом пространстве имела луч-
шую обобщающую способность, а в некоторых слу-
чаях значительно лучшую. Однако были и отрица-
тельные результаты, которые свидетельствуют о том, 
что метод всё же не универсален.

Наиболее показательны результаты модельной 
задачи. В данной задаче генерировалось 550  при-
знаков, только 5%  из которых релевантны. Пере-
менная отклика линейно зависела от релевантных 
признаков. Было сгенерировано 100  пар выборок 
(обучающих и тестовых), в каждой выборке по 
40 объектов.

В рамках эксперимента для каждой пары выбо-
рок выполнялась следующая процедура, результаты 
которой представлены на рис. 1. Сначала эластич-
ная сеть настраивалась по обучающей выборке 
и полученное качество оценивалось на тестовой 
выборке (крестики). Затем на обучающей выборке 
запускалась процедура построения выпуклых ком-
бинаций, и отбирались комбинации, коэффициент 
корреляции с переменной отклика которых был не 
меньше, чем 95%  от величины корреляции для са-
мой лучшей комбинации. Отобранные комбина-
ции использовались в качестве нового признаково-
го пространства, в котором уже производилось из-
мерение качества эластичной сети при настройке 
на обучающей выборке и оценивались на тестовой 
выборке (кружки). Как видно из рис. 1, в большин-
стве случаев наблюдалось заметное улучшение 
качества.

В качестве примера прикладной задачи, для ко-
торой использование ЛОВК привело к значитель-
ному увеличению точности прогноза, можно при-
вести задачу прогнозирования температуры плав-
ления соединений вида AHal ,3  где A – разные 
металлы, Hal  – F, Cl, Br или I. В признаковое опи-
сание была отобрана информация о  55  параметрах 
химических элементов A  и Hal. Обучающая вы-
борка включала данные о 155  соединениях с из-
вестной температурой плавления. Исследования 
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Рис. 1. Изменение качества для различных выборок 
при переходе в новое признаковое пространство для 
модельной задачи.
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с использованием режима скользящего контроля 
с одним направляемым на контроль объектом про-
демонстрировали существенное увеличение точно-
сти прогноза при использовании выпуклых комби-
наций. Величина r

 
2-score возросла с  0,548  при ис-

пользовании эластичной сети только на исходных 
переменных до 0,775  при использовании смеси из 
исходных переменных и 120  ЛОВК.

Таким образом, представленные результаты де-
монстрируют эффективность предлагаемого мето-
да в задачах с малым количеством данных.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ, проекты 17–07–01362, 18–07–00080.
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